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HOJA DE PROBLEMAS: CALCULO DIFERENCIAL DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES [

@ Consideremos las coordenadas polares y su relacién con las cartesianas, es decir,

{ x =rcosl { r =4/ + y?

y=rsinf 0 = arctan £.

Por tanto,
or 2 T
—_— = —————— = — = cos#f.
e 2 /a2 | yz T

Por otra parte, como r = ﬁ, derivando en esta igualdad respecto a x se tiene

or 1
8z~ cosf’

Llegamos entonces a la paradoja
9 or il
cosf = — = .
Or  cosf

Explica dénde estd el error en el razonamiento anterior.

@ Para un gas ideal se tiene que

T
V(n,p,T):%.

Calcula el gradiente de V' y su diferencial.

Cf) Caleula el gradiente y la matriz Hessiana de las siguientes funciones:

(ﬁhfxy—mML+ymy ngxyw%ﬂw&z (¢) h(z,y, 2)=cos(x +2y+32).

(ﬂ Sea f: R — & una funcién derivable dos veces y c una constante. Comprueba que la funcién ¢ (, t) =

1

5 (f(z—ct) + f(x+el)) essolucion de la ecuacién de ondas

#o 19%
Ox2 2 92
Interpreta fisicamente la solucién ¢ (x, t).

La ecuacién de Schrédinger para una particula libre cudntica no refativista que se mueve en una direccién

espacial viene dada por st ‘I\“
LI b 1)
B o S T PR Y B

donde la llamada funcién de onda 9 (x, ) es una funcién con valores complejos , es decir, ¥ (z, t) € C, cuyo
modulo al cuadrado es la funcién de densidad de probabilidad de la presencia de materia. Comprueba que
la funcién

@ ¥ (2,1) = AT,

con w = % y A una constante, es solucién de (1).

@ Comprueba que las funciones

T(x,t)= e~ ()t gin (nmrw),
con n € Ny & > 0 son soluciones de la ecuacién del calor
T 19T
92 K% Ot

Para cada z fijo, calcula 1fm; o, T (x,t) e interpreta fisicamente el resultado.




7. Laecuacién de Laplace (también llamada ecuacién del potencial) bidimensional homogénea en coordenadas
cartesianas es ) o
0“u U
Ox Ay

donde u (x,y) es un campo escalar. Se pide:

a) Comprueba que en coordenadas polares, es decir, z = r cosf, y = rsind, la ecuacién (2) se reescribe

como )
u  16u 1 8

8r2+r37°+r23l92 i ®)
b) Comprueba que las funciones
u(r,0) = (anr™" + bpr™ "} sin (nnf),
con n € N, y a,, b, constantes son solucién de (3).

8. Algunos operadores diferenciales para tensores. De igual manera que se define el gradiente de
un campo escalar, se define el gradiente de un campo vectorial que da como resultado la llama natriz
Jacobiana (que no es otra cosa sino que calcular el gradiente de cada una de las componentes nmpo
vectorial y colocarlas por filas). También se define la divergencia de un campo tensorial (matriz cuyas
entradas son funciones escalares) haciendo la divergencia de cada una de las filas de la matriz y colocando
el resultado como un vector. Veamos algunos ejemplos:

a) Calcula el gradiente de los siguientes campos vectoriales
F(r,y) = (@*— % oy), G(z,y,2) = (2% e, sin (z +y2)).

b) Calcula la divergencia de los siguientes tensores

m(y? +2%) —may —mzz Yz y ozl 422
I=1| —mxy m(z® +2%) —myz ., A=| zy 0 1
—mzxz —myz m (x? + y?) 2 +y? 221

¢) Calcula el gradiente y la divergencia del gradiente del siguiente campo vectorial 9 ")
L :

L, _ M 2 w2 2 V_M, _ﬂ./‘
H) u(.v.y,z)—<2E[ (~ +’/(£ y))’gE[‘Uy’ 2EILZ ’

donde’v, E/, I son constantes.

Nota: el tensor I anterior es el tensor de inercia de una particula de masa m situada en la posicién (z,y, 2),
y el campo 1 representa el vector de desplazamientos de una barra cilindrica que esta encastrada en uno
de sus extremos y sobre la que actia una densidad de cargas M en el otro extremo. E, I son parametros
que indican el tipo de material del cilindro.

9. Sean f : R® — R un campo escalar y o (t) = (z(£),y(t), 2(t)) una curva. Calcula % f (x(t), y(t), 2(¢)).
Aplica la férmula obtenida para el caso concreto f (x,y,2) = 22 +y2 + 22 y o (t) = (cost,sint, 1).

10. Consideremos la relacién T = PV. Calcula el producto
oP v ( or
ov ). \dT ) p\O6P/,’

donde el subindice indica la variable que permanece constante durante la derivacién correspondiente.
Nota: obviamente estamos tentados a cancelar términos como si de fracciones se tratase para obtener
como resultado final 1. Sin embargo, 1 no es el resultado correctol.
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